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Giải phương trình vi phân phi tuyến cấp ba 
bằng phương pháp phân tích Adomian 
Solving third-order nonlinear ordinary differential equation by adomian method 
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TÓM TẮT:  
Những bài toán trong Vật lý, Hoá học, Sinh học và Khoa học kỹ thuật được mô hình hoá toán học bởi hệ phương trình vi phân cấp nguyên. Vì 
hầu hết những phương trình vi phân thực không có nghiệm giải tích xấp xỉ và kỹ thuật số chính xác, do đó, chúng được sử dụng một cách 
bao quát. Phương pháp phân tích Adomian (ADM) được sử dụng để giải các phương trình vi phân cấp nguyên, cả tuyến tính và phi tuyến, 
phương trình vi phân thường cũng như phương trình đạo hàm riêng [2]. Phương pháp lặp mới này đã được chứng minh là thành công hơn 
đối với cả những bài toán tuyến tính cũng như phi tuyến, nó cho ra nghiệm giải tích và có ưu điểm hơn các phương pháp số thông thường: 
không phải làm tròn sai số và việc tính toán không phức tạp.  
Trong bài báo này, ta sử dụng phương pháp phân tích Adomian cải tiến để đạt được nghiệm của phương trình vi phân phi tuyến cấp ba. Ta 
cũng chứng minh nghiệm chuỗi đạt được hội tụ nhanh hơn so với chuỗi đạt được bởi phương pháp ADM thông thường. Thí dụ mô phỏng 
được đưa ra. 
Từ khóa: phương trình vi phân, phi tuyến, cấp ba, Adomian 

ABSTRACT:  
Numerous problems in Physics, Chemistry, Biology and Engineering science are modeled mathematically by systems of ordinary and 
fractional differential equations. Since most realistic differential equations do not have exact analytic solutions approximation and 
numerical techniques, therefore, are used extensively. Recently introduced Adomian Decomposition Method (ADM) [2] has been used for 
solving a wide range of problems. Adomian decomposition method has been known to be a powerful device for solving many functional 
equations as algebraic equations, ordinary and partial differential equations, integral equations and so on. It is demonstrated that this 
method has the ability of solving systems of both linear and non-linear differential equations: it yields analytical solutions and offers 
certain advantages over standard numerical methods. It is free from rounding off errors since it does not involve discretization, and is 
computationally inexpensive. 
In this paper, we used the revised Adomian decomposition method for solving third-order nonlinear ordinary differential equation. It 
demonstrated that the series solution thus obtained converges faster relative to the series obtained by standard ADM. Several 
illustrative examples have been presented 
Keywords: differential equation, nonlinear, third-order, Adomian 

1. Mở đầu 
Một bài toán đặc biệt quan trọng trong lĩnh vực khoa học và kỹ

thuật là nghiệm chính xác của những hệ phi tuyến và hệ ngẫu 
nhiên được mô hình bởi các phương trình vi phân hoặc các 
phương trình đạo hàm riêng đối với các điều kiện biên/ điều kiện 
đầu tổng quát. Về bản chất, phương pháp giải tích thông thường 
cần phải biến đổi những bài toán như vậy để dễ xử lý về mặt toán 
học nhờ các phương pháp đã được thiết lập. Đáng tiếc là những 

thay đổi đó cần thiết phải thay đổi nghiệm; do đó, chúng có thể 
làm trệch hướng (đôi khi nghiêm trọng) khỏi trạng thái vật lý thực 
tế. Những phương pháp như vậy bao gồm những kỹ thuật tuyến 
tính hoá, phương pháp nhiễu, và sự hạn chế lên quá trình tự nhiên 
và biên độ của quá trình ngẫu nhiên. Việc tránh những hạn chế 
này để thu được nghiệm chính xác cần được chú ý khi xét ứng xử 
tự nhiên của các hệ phức tạp và đưa ra khả năng cải tiến trong 
khoa học và công nghệ.  
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N G H I Ê N  C Ứ U  K H O A  H Ọ C

Những đề tài nghiên cứu trước trong giải tích toán học nhất 
thiết phải dựa vào những phương pháp hạn chế như vậy. Do đó ta 
có thể nói rằng vật lý thường là lý thuyết nhiễu và toán học chủ 
yếu là lý thuyết toán tử tuyến tính. Dĩ nhiên có một số phương 
pháp giải những phương trình phi tuyến nhưng không phải là 
những phương pháp tổng quát. Ví dụ, sự đổi biến tốt thi thoảng 
đưa đến một phương trình tuyến tính, tuy nhiên điều này hiếm khi 
làm được.  

Mục đích của phương pháp phân tích là tìm nghiệm thực có 
thể tồn tại của những hệ phức tạp mà không cần phải mô hình hoá 
và áp đặt điều kiện vào nghiệm để dễ xử lý. Thêm nữa, việc kết hợp 
những phương trình đạo hàm riêng và phương trình vi phân 
thường là cần thiết. Trong những bài toán biên có tính phi tuyến 
mạnh hoặc tính ngẫu nhiên theo tham số, để tìm ra một phương 
pháp mới là việc quan trọng. 

Phương pháp phân tích Adomian đã được sử dụng để giải một 
miền rộng các bài toán. Biazar [9] đã áp dụng phương pháp 
Adomian vào một hệ phương trình vi phân thông thường. 
Daftardar-Gejji và Jafari [11, 13] gợi ý một sự cải tiến của phương 
pháp này và đã ứng dụng để giải một hệ phương trình đại số phi 
tuyến. Trong bài báo này, ta sử dụng phương pháp phân tích 
Adomian cải tiến để giải phương trình vi phân phi tuyến cấp ba. 

2.  Phương pháp phân tích Adomian giải hệ phương trình vi
phân thường 

Xét hệ phương trình vi phân thường sau 
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(1) 

Trong đó      ij ib x ,g x C 0, T  và iN  là những hàm phi tuyến 

liên tục với các đối số của nó. Tích phân cả hai vế của phương trình 
(1) từ 0 đến x và sử dụng những điều kiện đầu, ta có 
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     (2) 

ADM thông thường [2] cho nghiệm  iy x  dạng chuỗi 
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Và những số hạng phi tuyến được cho dưới dạng chuỗi vô hạn 
các đa thức Adomian 
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     (4) 

Những đa thức imA  này có thể được xây dựng sử dụng công 

thức tổng quát [3] 
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(5) 

và những thành phần imy ,m 0  có thể được xác định theo 

phương pháp hồi quy. Xét thấy các phương trình (2)-(4), ADM xác 
định những thành phần imy ,m 0  bằng mối quan hệ hồi quy sau:  
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(6) 

 Ta xấp xỉ nghiệm nghiệm  iy x  bằng chuỗi rút gọn 
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   (7) 

Thí dụ 1: Xét phương trình vi phân phi tuyến cấp ba thông 

thường [9] với các điều kiện đầu    y 0 0, y 0 1   và  y 0 2  . 

Phương trình này có nghiệm chính xác là   xy x xe

1
y y y

x
     (8) 

Đặt            1 2 3y x y x , y x y x , y x y x .    (9) 

Khi đó phương trình (8) chuyển thành hệ ba phương trình vi 
phân phi tuyến cấp một sau 
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Ta áp dụng toán tử nghịch đảo và sử dụng thuật toán biến đổi 
cho việc tính toán những đa thức Adomian, ta có kỹ thuật sau  

 

x

10 1n 1 2n

0

x

20 2n 1 3n

0

x

30 3n 1 1n 3n

0

y 0 y y dx

y 1 y y dx n 0,1,

1
y 2 y y y dx

x







 

  

    
 







 (11) 

Ký hiệu p
10 11 1py y y y    là một xấp xỉ của nghiệm với p 1  số 

hạng. Từ phương trình (11), một số xấp xỉ được tính toán như sau  
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Từ đó ta có thể kết luận nghiệm chính xác của phương trình là 

  xy x xe . 

3. Phương pháp phân tích Adomian cải tiến giải hệ phương
trình vi phân thường  

Trong phần này ta đề xuất một sự cải tiến của phương pháp 
phân tích Adomian. Ta thiết lập  
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(13) 

Trong đó lmA  được định nghĩa như sau  
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Ở đây 1 2
l,m 1 l,mA , A  là những đa thức Adomian tương ứng với 

1
lN  và 2

lN  như đã được định nghĩa trong phương trình (4). 

Hình 1.  
Thí dụ 2: Xét phương trình vi phân phi tuyến cấp ba ở thí dụ 1 

với các điều kiện đầu    y 0 0, y 0 1   và  y 0 2  . Phương trình 

này có nghiệm chính xác là   xy x xe

1
y y y

x
     (15) 

Đặt  

           1 2 3y x y x , y x y x , y x y x .    (16) 

Khi đó phương trình (15) chuyển thành hệ ba phương trình vi 
phân phi tuyến cấp một sau 
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      (17) 

Hệ này tương đương với hệ phương trình tích phân sau 
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(18) 

Áp dụng phương pháp Adomian cải tiến ta có  
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Những số hạng tiếp theo  
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Biazar đã giải thí dụ này sử dụng ADM thường [9]. Ta vẽ đồ thị 

của  1y x  và so sánh với nghiệm chính xác, nghiệm được đưa ra 

bởi phương pháp Adomian thường và nghiệm được đưa ra bởi 

phương pháp Adomian cải tiến. Trong hình 1, ta vẽ xxe  là những 

nghiệm chính xác, 1y  ký hiệu nghiệm đạt được bởi ADM cải tiến 

(sau 5 bước lặp) và 1y  ký hiệu nghiệm đạt được bởi ADM thường 

(sau 5 bước lặp). 
4. Kết luận
Phân tích Adomian là một phương pháp hữu hiệu dẫn tới một

nghiệm chuỗi hội tụ đối với bài toán phi tuyến/ tuyến tính. Phương 
pháp này tốt hơn phương pháp số, vì không phải làm tròn sai số và 
không yêu cầu hiệu suất tính toán lớn. Daftardar-Gejji và Jafari gợi 
ý một sự cải tiến của phương pháp này, được gọi là “ADM cải tiến”.  

Trong bài báo này, ta sử dụng ADM cải tiến để giải hệ phương 
trình vi phân thường. Phương pháp cải tiến dẫn tới một nghiệm 
chuỗi hội tụ nhanh hơn so với ADM thông thường. Những thí dụ 
mô phỏng đã chứng minh điều này một cách rõ ràng.. 
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