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DAO DỌNG CỦA DẦM SANDWICH 
CHỊU TẢI TRỌNG XUNG DẰNG PHƯƠNG PHÁP GIẢI TÍCH
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TÚM TẮT:
Nghiên cứu này tìm lời giải bài toán động lực học dầm sandwich đơn 
giản chịu tải trọng xung. Phương trình dao động được thiết lập và giải 
dựa trên nguyên lý xếp chồng các dạng dao động riêng. Kết quà tính 
toán đưa ra biểu thức cùa chuyển vị ở dạng nghiệm chính xác.

Từ khóa: Dầm sandwich, dao động, tải trọng xung

ABSTRACT:
This paper deals with the dynamic responses of sandwich beams using 
the analytical method. Governing equation solved by superposition 
approach. The solution given the closed-form displacements of beam.
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1. MỞ ĐẦU
Dầm sandwich sử dụng hai vật liệu 
có đặc trưng khác nhau phối hợp 
làm việc tạo ra kết cấu tối ưu, có 
khả năng chịu tải tốt mà giá rẻ nên 
được sử dụng khá phổ biến để tạo 
thành thành phần cơ bản của các 
kết cấu trong kỹ thuật như hàng 
không vũ trụ [1, 2], xây dựng [2- 
4], các thiết bị cơ khí và các ngành 
công nghiệp [5-7].

Nghiên cứu tính toán dầm nói 
chung và dầm composite đã được 
nhiều tác giả nghiên cứu, có thể 
sử dụng phương pháp giải tích, 
phương pháp số như phần tử hữu 
hạn, sai phân hữu hạn để tính toán.. 
Nguyễn Trần Hiếu và cộng sự [8] 
đã mô phỏng số để tìm hiểu sự làm 

việc của dầm bê tông cốt thép liên 
hợp có khoét lỗ. Sadek Edward [9] 
đã nghiên cứu tính tối ưu hóa trọng 
lượng của dầm sandwich. Yury 
Solyaev và cộng sự [10] đã nghiên 
cứu thực nghiệm tĩnh, động của 
dầm sandwich có lõi dạng mạng 
lưới. Swanson Stephen [11] đã 
sử dụng lý thuyết cắt bậc cao tính 
dầm sandwich bằng phương pháp 
giải tích. Trong nghiên cứu tiếp 
theo, Swanson Stephen và cộng 
sự [12] đã tính và so sánh nội lực 
chuyển vị của dầm sandwich tính 
bằng phương pháp phần tử hữu 
hạn và lời giải tử lý thuyết đàn hồi. 
Với bải toán động lực học, Vallala, 
Ruimi [13] đă nghiên cứu dao động 
của dầm composite đàn nhớt có 
xét đến biến dạng cắt bậc ba và 

phi tuyến hình học bằng phương 
pháp phần tử hữu hạn. Lezgy- 
Nazargah [14] đã phân tích dao 
động của dầm sandwich có lớp áp 
điện bằng phương pháp phần tử 
hữu hạn. Zhicheng Huang và cộng 
sự [15] đã nghiên cứu dao động 
của dầm có lớp giữa nhớt bằng 
phương pháp phần tử hữu hạn 
và thực nghiệm. Huang Zhicheng 
và cộng sự [16] đã thực hiện so 
sánh các kỹ thuật phân tích động 
lực học dầm sandwich xét đến tính 
chất đàn nhớt của vật liệu.

Bài báo này tập trung nghiên cứu 
dao động của dầm sandwich đơn 
giản chịu tải trọng xung dạng phân 
bố đều sử dụng phương pháp xếp 
chồng các dạng dao động riêng.

2. PHUONG TRÌNH DAO DỘNG
Mặt cắt dầm sandwich gồm 3 lớp 
điển hình như hình 1.

Giả thiết phân bố biến dạng tuyến 
tính theo lý thuyết dầm cổ điển 
Euler -Bernoulli như trên hình 2.

Biểu thức tính mô men trên mặt cắt 
ngang dầm

M=[ yơxdA (1)
J A

Sử dụng giả thiết phân bố ứng suất, 
biến dạng tuyến tính trên mặt cắt

Hình 1. Mặt cắt ngang dầm 
sandwich điển hình Hình 2. Biểu đồ phân bố ứng suất biến dạng trên mặt cắt ngang dầm sandwich

I Số 5 năm 2023 9



f/fí/ KHOA HỌC - CÔNG NGHỆ

ngang ta có mối quan hệ mô-men 
và độ võng của dầm sandwich:

M = -D
d2Wọ 

ổx2
(2)

Trong đó wq là độ võng của dầm ở 
mặt giữa dam, M là mô men uốn 
với trục y.

Độ cứng D sẽ được xác định như 
sau:

D = \Etoiy2dA^\Elop_wy1dA (3)

Nghiên cứu dầm sandwich chịu 
tải trọng xung phân bố đều như 
hình 3.

T = sin(ry/ + ộ7) (12)

Tính các đạo hàm của hàm riêng 
W(x):

Hình 3. Mô hình dầm sandwich 
trên nền đàn nhớt

Sử dụng nguyên lý Hamilton ta 
thiết lập phương trình vi phân dao 
động tự do của dầm sandwich trên 
nền đàn nhớt:

ổ4w„(x,z) õ2w„(x,t) . , ...
D ’+m -p(t) (4)

ổx4 õt2 ' 7

Đầu tiên tính tần số dao động 
riêng và các dạng dao động riêng. 
Phương trình này thường giải bằng 
phương pháp tách biến. Chuyển vị 
thẳng đứng được biểu diễn thành 
tích của 2 hàm thời gian và không 
gian:

w0(x,t) = FF(x)T(t) (5)

Phương trình (4) sẽ thành hai 
phương trình vi phân thường:

^--k4W = 0 (6)
dx4

và:

nt4
T + — T = 0 (7)

m

Nghiệm của phương trình (6):

= ctsmk x+c2cosi x+cekx+cậe k‘ (8)

Nghiệm của phương trình đặc 
trưng có dạng phức:

*1,2 = (9)

với j là đơn vị ảo

[ÕĨÃ
(ữ = J=^- (10)

V m

Nghiệm của phương trình vi phân 
(7) sẽ có dạng:

T = As in (ũỉt + (p) (11)

Để tiện tính toán, ta để biên độ A là 
đơn vị và khi đó hàm T(t):

W'=k\cỵcosk x-CjSint x+ự^-c/* j 

w' = k1 (-C, sin k X - c2 cos k X+c,e*x+c4e‘*' 

Jf* = i3(-C1COSẤ x+c2sinỉ x+c3ekx-cte~kx 

W'”'1 = k4 (cj sin k X+C,COSÀ X+c,ek x+c4e'Ả')

Áp điều kiện biên với dầm đơn 
giản:

Tại X = 0 chuyển vị và mô men 
bằng không:

w = 0 => c2 + c3 + c4 = 0

w = 0 => —c2 + c3+c4 = 0
(14)

Giải ra sẽ có

k = i— với i = 1,2,...
/

Hàm riêng ứng với “mode i”:

(x) = cljsinÃx = cljsin| ZyxJ (15)

Các hàm riêng có tính trực giao.

Dễ thấy rằng:

dx = o di*j (16)

Khi i = j thì:

Khi hệ chịu tải trọng xung, phương 
trình dao động có dạng:

D^.U>)tm^.(«).p(1) (18)
&4 õt2 v ’

Nghiệm của phương trình có dạng 
chuỗi như sau:

w(x,í) = £^(x)7](z)

w(x,í) = 2^(x)7](z) (19)
7=1

Ta thay vào phương trình:

+m^ WT = p(t)

i=0 i=0

E7^w/W7] + W^wi7; = p(r) (20)

ỉ=0 i=0

Nhân cả hai vế của phương trình 
với hàm riêng Wị(x) , lấy tích phân 
trên đoạn [0,/] và chú ý là các hàm 
riêng này trực giao, đồng thời

^7(x) = (£,.)4^. (x) (21)

W.w(x) = (ki)4W. (x)

nên ta sẽ có:

E1 (k, )* T, j(y;)' dx + mt, J(»•)! dx

Ta tính các tích phân trong (22):

/ / / X ọ
j[Wị/*(/)]dx = sjsin yx ItZv = — Số(í)
0 0 V 7 7 71
với i = 2n -1

Với s là diện tích của biểu đồ xung 
lực

Phương trình với hàm thời gian:

+ (23)
m ĩtml
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Phương trình (23) có nghiệm là:

r(/) =——sin(<aí) v ’ ĩĩmlũ) v ’ (24)

Vậy chuyển vị của dầm là:

3. Ví DỤ TÍNH TOÁN
Xét trường hợp dầm sandwich tựa 
đơn chịu tải trọng xung phân bố 
đều như hình 3. Dầm gồm 2 lớp 
thép tấm phía ngoài, lõi bằng bê 
tông, lớp ngoài bằng thép như mô 
tả trên hình 1.

Thông số kích thước dầm: chiều 
dài dầm L=10m, chiều cao dầm 
h=60cm, b=30cm, bản thép dày 
ht =1cm.

Bảng 1: Bảng tính chất của vật 
liệu dầm sandwich.

fi.oo ->

Vật 
liệu

Khối lượng 
riêng (kg/ 

m3)

Mô đun 
đàn hồi 
(GPa)

Lớp 
biên Thép 7800 200

Lõi Bê 
tông

2400 30

-8.00 J

Hình 4. Biểu đồ độ võng (mm) 
tại giữa dầm theo thời gian

Kết quả tính toán cho thấy rõ dầm 

dao động gần như dạng điều hòa 

trong từng khoảng thời gian ngắn.

4. KÉT LUẬN

Bài báo đã trinh bày lời giải bằng 

phương pháp giải tích tính dao 

động của dầm sandwich tựa đơn 

chịu tải trọng xung. Các chuyển vị 

khai triển dưới dạng các chuỗi vô 

hạn khai triển theo các dạng dao 

động riêng, sử dụng tính chất trực 

giao của các dạng dao động riêng 

để tìm các phản ứng dao động. Kết 

quả đưa ra được biểu thức dạng 

chính xác chuyển vị của dầm theo 

thời gian.B
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