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2. No6i dung nghién ciu

2.1. Mét s6 khdi niém

Toulmin (1958) cho rang lap luan chat ché 1a ky nang ca ban clia con ngudi séng trong thé ki XXI.
Chinh vi vay, 6ng da danh nhiéu thai gian nghién clru vé ban chat clia qua trinh 1ap luan, dic biét 1a
lap ludn toan hoc. Toulmin xem xét mét lap luan goém cé ba thanh t6 co ban la: ludn cu, két luén va
ludn chung [12]. Ludn cui (hay con goi la tién dé) la mot hodc nhiéu dir kién xuat phéat lam can ¢t cho
1ap ludn, tir d6 d€ suy ra két ludn, né trd I3i cho cau hdi “chiing minh bing céi gi?” Két luan 13 mot
khéng dinh c6 dugc trén ca s& luan cr da cho, né tra 18i cho cau héi“chiing minh cai gi?”. Luan ching
la nhiing quy tic, nguyén ly, dinh ly,... ma nhd d6 ti tién dé ching ta suy ra két luan, né tra |di cho
cau hoi “chiing minh bang cach nao?”. Ngoai ba thanh t6 co ban trén, Toulmin con bé sung thém ba
thanh t6 phu nifa d6 la: luan ching b6 sung s dung trong trudng hop luan chiing ban dau chua
du suc thuyét phuc, mién bac bo xét xem trong trudng hop nao thi lap luan khéng con dang nira va
muc d6 dang tin cua lap ludn chdng han nhu: chac chdn dang, c6 thé dung, khdng thé,... Dudi day
12 dang cg ban ctia mé hinh Toulmin:

D (Data): Luan cu I—|—> C (Claim): K&t luan

W (Warrant): Luan ching

Suy luan la sir dung cac quy tac, cac bang chiing va nhiing kién thic da c6 dé suy ra cac két luan
mai, xdy dung cdc gidi thich hodc danh gia cac két luan khac. C6 ba loai suy luan thuong st dung
trong chitng minh toan hoc. Suy luan suy dién la suy luan st dung cac quy tac légic toan va cac tién
dé da biét dé khang dinh sy dung dén ctia mot két qua va thudng st dung trong qua trinh chiing
minh toan hoc. Suy luén quy nap la suy ludn nham dua ra mét gid thuyét mang tinh téng quat (khéng
chdc chén dung) tir viéc kiém ching tinh ding d3n cda giad thuyét cho mét sé truding hop cu thé.
Quy nap ciing dugc dung dé hé trg cho phuong an gidi quyét van dé, gidi quyét mot bai toan don
gian hon béng cach han ché lai s6 trudng hgp can xem xét va sau d6 dung suy luan quy nap dé téng
quat hda két qua cho bai toan chinh. Suy luan ngoai suy la suy ludn nham dua ra mét gia thuyét cé ly
(nhung khéng chac chan dung) dé gidi thich cho mét két qua ngac nhién quan sat dugc. Ngoai suy
cling dugc dung dé dinh hudng cho qua trinh chiing minh béng cach suy luan ngugc tu diéu can
ching minh (cac két luan) dén gia thiét ma bai toan cho san (cac truong hgp).

Céc biéu dién truc quan thudng dugc sirdung 1a cac hinh vé, hinh anh, so d8, d6 thi, biéu bang,...
Biéu dién truc quan ddng khéng chi cung cdp nhiing hinh &nh d6ng, truc quan dé minh hoa cho céc
y tudng toan hoc ma con dugc thita nhan nhu mét thanh phan hé trg cho suy luan. Vai dac diém
cta phan mém hinh hoc dong la bao toan cac mdi quan hé va cdu tric toan hoc da dugce xac dinh
trudc gilra cac déi tugng khi di chuyén, mét vai méi quan hé hinh hoc ¢6 thé khéng dugc phat hién
khi quan sat hinh vé & dang tinh nhung lai xuat hién khi HS tién hanh cac thao tac 1én biéu dién
truc quan déng. Qua trinh kéo ré cling gitp HS nhan ra“sy chuyén ddng cla cac d6i tugng hinh hoc
khac nhau Ia phu thudc [an nhau’, su phu thudc vé mat chuyén déng nay dugc chuyén thanh méi
quan hé phu thudc lan nhau gilta cac d8i tugng trong hinh hoc Oclit. Tir d6 dé xuét cc gia thuyét
khi khdm pha cac bai todn hinh hoc [2], [6]. Do d6, c6 thé néi cdc phan mém hinh hoc dong da thay
d6i cach suy nghi vé cac déi tugng hinh hoc truyén théng vi trong khi di chuyén hay kéo ré cac ddi
tugng hinh hoc, do dac va kiém tra céc tinh chit, ngudi hoc ¢ thé nhén ra cac tinh chat bat bién
hinh hoc [1], [6]. Tir d6, gia thuyét ban dau vé cac d6i tugng hinh hoc va méi quan hé gitra ching
dugc hinh thanh, sau d6, phan mém hinh hoc déng ciing hé trg qua trinh kiém tra tinh dung din
clila cac gia thuyé&t d6 [9], [10].

Céc biéu dién khac nhau cta ddi tugng (bang biéu, dé thi,...) ¢6 thé xuat hién cing lic trén man
hinh cling véi céc s6 liéu dugc cap nhét lién tuc, tuc thdi ngay khi ¢é su thay déi trén biéu dién truc
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quan dong giup HS tap trung vao viéc quan sat va dé xudt gia thuyét thay vi danh thai gian cho viéc
vé cac hinh khéc nhau trén gidy [7]. Khéng chi tao co hdi cho HS quan sat va dé xuat gia thuyét bang
suy luan ngoai suy, viéc stt dung biéu dién tryc quan dong trén may tinh con hé trg hiéu qua cho qua
trinh kiém ching va téng quat héa gid thuyét bang suy luan quy nap. Trong moéi truang hinh hoc
dong, chi véi mot vai thao tac lén biéu dién truc quan déng, HS c6 thé kiém chiing gid thuyét bang
thuc nghiém thdng qua mét sé lugng 16n cac thi nghiém toan hoc véi cac phan héi chinh xac va gén
nhu ngay 1ap tuc, hoc sinh c6 thé hinh dung dugc toan b qua trinh trung gian dién ra nhu thé nao
dé dua ra két luan cho truding hop téng quat hodc dua ra phén vi du néu sai.

Nhu vay, phdn mém hinh hoc déng c6 thé hd trg hiéu qua cho viéc hoc todn théng qua thuc
nghiém béng cac thao tac déng, trong d6 ngudi hoc khdm pha, thuc nghiém va hinh thanh kién thuc
toan hoc thédng qua cac tuang tac. Cac biéu dién tryc quan ddng mo ta dugc cac giai doan trung
gian, gitip ngudi hoc thuc hién dugc nhitng thao tac trén cac d6i tugng todn hoc, luu gitt dugc nhing
bat bién clia déi tugng, thuc hién dugc cac tinh todn moét cach chinh xac va tuong ung véi nhiing vi
tri khac nhau cGa d6i tuong. Su két hap hai hoa gita cac biéu dién gitp GV hé trg tét HS kién tao tri
thic mdi. Hau hét cac khai niém va phuong phap dugc day trong chuong trinh déu xuat phat tir viéc
gidi quyét cac tinh huéng thuc té. Do d6, ban dau GV st dung biéu dién thuc té réi biéu dién thao tac
dugc, biéu dién tryc quan.

2.2, Str dung biéu dién truc quan hé trg HS suy luén todn hoc

Phét trién nang luc suy ludn todn hoc cho ngudi hoc la mét trong nhiing yéu cau quan trong trong
chuong trinh todn hoc & bac phé thong va bac dai hoc. Mét s6 nghién ciu chi ra rang, su xudt hién
phép ching minh & Hy Lap gén lién vdi su xuat hién ctia nén dan ch: thoéi quen bién luén, tranh luan
dugc chuyén tu linh vyc chinh tri sang toan hoc [9], [12]. Do d6, thdng qua qua trinh day toan, GV
can giup cho ngudi hoc lam quen véi viéc tao cac gid thuyét, dua ra cac lap luan dé bao vé gia thuyét
d6 va khuyén khich stt dung cac phuong phép chiing minh khac nhau trong mét bai toén [6]. Trong
chuong trinh sach gido khoa cia nhiéu nudc trén thé gidi, chiing minh hinh hoc dugc xem la hoat
déng trong tam cla mén Toan nham gilp HS tiép can véi cac quy tac, cac phuong phéap sang tao clia
cac nha todn hoc [8], [9]. Cap d6 chiing minh hinh hoc ciing dugc nang dan tir bac hoc phd théng
dén bac dai hoc dudi cac hinh thitc khac nhau nhu: gidi thich, kiém ching, ching minh.

Trong hinh hoc, phép chiing minh gén bé chat ché véi su thay d6i quan hé gitta cac d6i tugng hinh
hoc duoc biéu dién truc quan trén hinh vé. Chinh vi thé, ngusi hoc can phai vuot qua dugc chudng
ngai vé mat nhan thiic mang tinh truc quan do hinh vé cung cap. Theo nghia truyén thdng, chiing
minh |a dé thuyét phuc ngudi khac tin vao 1ap luan cla minh, dé hiéu cac tri thiic mai. Tuy nhién, &
bac phé théng qua trinh chiing minh dugc ti€p can theo hudng gidi thich va kiém ching nhiéu hon
s0 Vi bac dai hoc [6]. Do @6, mot s6 nha toan hoc da tap trung nghién ctiu va dua ra cac chiic nang
sau day cta ching minh toan hoc [5], [9]: 1) X&c minh, thuyét phuc (tinh ding dan ciia ménh dé); 2)
Gidi thich (tai sao ménh dé lai dang); 3) Hé thdng hoa (sép xép cac két qua khac nhau theo hé thong
I6gic cac khai niém va dinh ly da hoc); 4) Giao tiép (truyén dat tri thic todn hoc); 5) Kham phé (tim
hiéu, phat hién tri thiic méi); 6) Phat trién (ndng cao nang luc chiing minh va mé réng vén tri thic);

Su ra doi cia phan mém hinh hoc dong dat ra cadu héi la vai trd va chic nang cda ching minh
trong khung chuong trinh todn hoc cé thay déi khdng, vi “suic thuyét phuc” cdia phan mém c6 thé
gitip ngudi hoc nhan thady két qua mot cach dé dang ma khéng con nhu cau chiing minh nira [5]. Tuy
nhién, van con c6 nhiéu y kién trai ngugc nhau xung quanh van dé nay. Mot s6 nha nghién citu cho
rang, chinh phan mém hinh hoc ddng da thay d6i cach suy nghi vé cac ddi tugng hinh hoc truyén
théng vi trong khi di chuyén (hay kéo ré) cac déi tugng hinh hoc, do dac va kiém tra cac tinh chat, HS
¢6 thé nhan ra cac bat bién hinh hoc [9], [11]. TU d6, gid thuyét ban dau vé cac déi tugng hinh hoc va
mé&i quan hé gitta ching dugc hinh thanh, déng thdi phan mém ciing hé trg kiém tra tinh dung dan
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clia cac gia thuyét d6 [5], [14]. Thédng qua qua trinh nay, su xuat hién cac tinh huéng dan dén nhu cau
chiing minh bai toan d6 vi qua trinh 1ap luan dugc chuyén tir truc quan sinh dong sang mét cap do
cao hon la dung 1&i dé mé ta va gidi thich cac hién tugng quan sat dugc.

2.3. Két qud nghién ciru

Céc biéu dién cung cap cho HS nhiing c6ng cu tu duy hiéu qua. Si dung biéu dién truc quan nhu
1a mdt cdng cu, HS ¢6 thé tiép can khai niém ciing nhu cac (ng dung cta khai niém. Biéu dién ky
hiéu gitip khéng dinh nhitng két luan cé dugc mét cach chinh xac, biéu dién ngén ngit gidp cho viéc
chuyén va ti€p nhan théng tin. Hon nia, biéu dién truc quan ddng cung cdp cho HS mét méi trudng
hoc toan hiéu qua. Cac biéu dién tryc quan dong mo ta dugc cac giai doan trung gian, gitp nguoi
hoc thuc hién dugc nhiing thao tac trén cac ddi tugng toan hoc, luu gilr dugc nhiing bat bién cda déi
tuong hinh hoc, thuc hién dugc cac tinh todan mdt cach chinh xac va dng vdi nhitng vi tri khac nhau
cua déi tugng.

S dung cac biéu dién dong gilp HS ti€p can vdi ban chat cua van dé trong hinh hoc, tir 46 dua
ra dugc cach giai quyét cho van dé. Néu gido vién cung cdp mot mdi trudng hoc tap vdi biéu dién
truc quan déng, hoc sinh cé thé trai nghiém véi nhitng biéu dién khac nhau va chon dugc cac biéu
dién cé y nghia nhét. Nhing théng tin dugc luu gilr trong tri 6¢ vé cac biéu dién c6 y nghia nay sé la
nhiing thanh t6 quan trong trong hé trg HS gidi quyét van dé. Cong nghé thong tin hé trg tét cho
viéc thiét k& cac biéu dién truc quan dong. Cong nghé lam cho viéc vé hinh dé dang hon, c6 thé tao
ra tir ba dén bén loai biéu dién thé hién trén man hinh cing mét luc. Cac biéu dién tryc quan dong
vdi su thé hién déng thdi ctia hinh hoc dong, ky hiéu ddng va thé hién sé dong 1a mét thé manh ro
rang cha viéc ing dung céng nghé thong tin cho day hoc toan.

Bidu dié&n truc quan dong gilp HS luén ty dat ra cac cau hoi cho minh “diéu gi sé xay ra néu hodc
néu khong” Nhiing cau héi tu nhién nay 1a co s& ggi dong co va lién két gitra cac hoat ddng thuc hanh
trén mdy vi tinh va |ap luan suy dién. Tuy nhién, thuc té€ cho thdy, cac luan cd sinh ra trong qua trinh
thao tac vdi phan mém khién ngudi hoc ¢6 xu hudng st dung suy luan theo kiéu kinh nghiém, quy
nap hon la dung suy dién. Dac biét, nhiéu nghién cttu chi ra rang ton tai méi lién hé gida nhiing thuc
nghiém kiéu quy nap va&i cdu tric suy dién ctia chiing minh hinh hoc ciing nhu méi lién hé gidia lap
luan suy dién véi nhiing hoat ddng kham pha tri thic méi.

Trong thuc nghiém, chung t6i da yéu cdu cdc nhém HS sir dung phan mém GeoGebra dé biéu
dié&n cac truc quan dong va hd trg qua trinh suy ludn todn hoc. Phan mém Wink® dugc sif dung trong
sudt qua trinh suy luan cia nhém dé chup lai man hinh lam viéc va cac thao tac nhép dir liéu tir ban
phim véi téc d6 2 hinh dnh/giay, dong thdi kich hoat chic néng ghi dm cuéc tranh luan gitia cac HS
trong nhém dé phuc vu cho viéc phan tich cac giai doan cta qua trinh chiing minh. Sau day la két
qua phan tich ctia phan mém Wink®, mé hinh Toulmin dugc s dung dé phan tich 13p luan ctia nhém
HS tham gia thuc nghiém: :

Bai todn. Dung ra phia ngoai AABC cac tam gidc déu BCA] CAB, ABC'va cé tam lan lugtla 0,0, O,
Chimg minh ring cac doan AA; BB, CC’' bang nhau va AO,0,0; la tam giac déu.

Sau khi vé hinh, nhém HS dung phdn mém GeoGebra di chuyén cac diém, do d6 dai cac doan
thdng trén va nhan thay:

#1. H: Ca ba doan thang déu c6 s6 do bang nhaul

#2. M: uh, nhung lam sao dé ching minh dugc diéu nay?

#3. L: Ching c6 la canh tuong ting cta nhiing tam giac bang nhau khong? Hodc ching cé la anh
cta nhau qua mét phép dai hinh khéng?

#4. H: Néu |2 phép dai hinh thi 1a phép nao? C6 cac yéu té vé tam giac déu nén c6 thé la phép quay?

#5. L: Vay phép quay tdm & dau va géc quay bang bao nhiéu dé bién BB’ thanh CC’?
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#6. H: uh, dé bién B’thanh C, bién B thanh C’thi la phép quay tam A, géc quay 60°?

#7. M: Bung réi, nhu vay cé thé suy ra dugc BB’ = CC’

#8. L: Tuong tu, ta c6 thé sir dung phép quay tam B, goc quay 60° c6 thé bién C’'thanh A va bién
Cthanh A?

#9. H: Biéu d6 c6 nghia la ching ta da ching minh dugc BB'= CC’va CC’' = AA; suy ra dugc diéu
phai ching minh.

#10. L: Bay gid can chiing minh AO,0,0, la tam gidc déu! Liéu c6 thé si dung phép quay nia
dugc khéng?

#11. M: Phép quay tam O, bién B thanh A, phép quay tdm O, bién A thanh C. Do d6, tich cta hai
phép quay nay c6 thé bién B thanh C, tir d6 suy ra AO,0,0, déu.

C,: Ba doan thing c6 49 dai bing nhau

D;:? »—!—> C, :
S . D,: BC’=BA, BA’= BC, ZC'BA = 60°, ZCBA’ = 6(0°
W: Sir dyng phép quay tim A D.:? C,: A0,0,0,déu
D;: AB=AC’, AC=AB’, ZBAC’ = 60°, ZB’AC = 60° : [ oo
D:? '—r—-> C, W: Sir dyng tich ciia hai phép quay khéc tim O,, O,

Dy Qi (B)= 405" (4)=Cva Q5 05 = 0, (B)=C

W: Sir dyng phép quay tim B.
Trong qua trinh biéu dién truc quan déng, cac dir kién thu thap dugc tU viéc quan sat hay thao
tac trén céc hinh dong sé dan dén phép lap luan ngoai suy. Qua nghién ciu thuc nghiém, ching téi
dé xuat céc giai doan sir dung suy luan toan hoc nhu sau: (1) Tim cac bt bién: Phat hién cac bat bién
hinh hoc cla cac phép bién hinh (phép ddi xting, phép tinh tié€n, phép quay,...); (2) Hinh thanh gia
thuyét: Thanh lap gia thuyét dua trén cac dir kién thu thap dugc véi su trg gitip ctia phdn mém, xac
dinh huéng chiing minh gia thuyét d6; (3) Suy luan chinh la qua trinh sir dung cac 1ap chiing, luan
cu ¢6 duogc trong qua trinh chiing minh gia thuyét va tim thém nhiing ludn ching méi. TU d6 hoan
thanh chiing minh bang cach sép xép cac luan cd, luan ching theo mét trinh tu hop 16gic; (4) Pao
sau van dé: M& rong, khai quat hod, dac biét hod, tuong tu hoa hodc tim cac phuong phap ching
minh khac cho bai toan. Nhu vdy, qua trinh chiing minh hinh hoc véi sy hd trg cia phan mém hinh
hoc d6ng véi biéu dién truc quan dong dugc thuc hién theo cac budc sau:

Budc 1: (Quan sat, suy luén quy nap, hinh thanh gia thuyét) HS quan st cac hién tugng trén hinh
vé, kéo ré cac d6i tugng, do dac, kiém tra cdc mdi quan hé hinh hoc va lap gia thuyét.

Budc 2: (Suy luan suy dién): Chiing minh hodac bac bé gia thuyét.

Budc 3: (Suy luan ngoai suy) HS tim toi cac di kién, lua chon cac quy tac hay phuang phéap dé giai
thich va kiém chiing cac gia thuyét da dua ra dya trén kinh nghiém ca nhén va suy luan toan hoc.

Budc 4: (Suy luan suy dién va quy nap) Chuyén tiép cac suy ludn dung dé kiém chiing céc gia thuyét
sang cac suy luan suy dién (@€ hoan thanh chiing minh) hay céc suy luan quy nap (dé kiém tra lai két qua).

Nhu vy, két qua phan tich qua trinh suy ludn cho thay, HS da st dung phép suy luan ngoai suy
dé tim ra phuong phap giai quyét bai toan. Diéu nay 1a hoan toan hgp ly vi qua thao tac véi phan
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mém, hoc sinh dé& dang kiém ching duoc d6 dai cac doan thdng 1a bing nhau. Tuy nhién, dé ching
minh dugc diéu nay, suy luan suy dién dugc sir dung trong sudt qua trinh tranh luan nham gidi thich
cho céc hién tugng da quan sat nhu: d6 dai cac canh bang nhau, hai tam giac bang nhau, tam giac
déu,... Nhém HS danh hiu hét thdi gian trong cac giai doan tim bat bién, suy luan va hoan thanh
ching minh. Trong qud trinh tim cac bat bién hinh hoc, mét s6 giad thuyét ban dau da dugc tao ra va
ngay sau do la suy luan dé kiém chiing cho céc gia thuyét d6. Tuy nhién, HS danh nhiéu thai gian vao
giai doan tim kiém cac ludn ching, luan cit hd trg cac suy ludn va viét chiing minh. Qua thuc nghiém,
ching t6i cling nhan thdy, HS gap khé khan khi khong thiét 1ap dugc chudi cac lap ludn 16gic, van
dung sai cac quy tac suy luan 16gic, kh6 khan trong st dung ngén ngi va ki hiéu toén hoc, khé khan
trong viéc nhan ra cac bat bién hinh hoc, khé khan trong viéc chuyén ti€p ti suy ludn quy nap hodc
ngoai suy sang suy luan suy dién,...

3. Két luan

Hoat dong suy luan toan hoc can dugc “nhing” vao trong maéi trudng khdm pha, phat minh lai tri
thic dé ngudi hoc c6 thé thiy duoc“qua trinh” sdng tao ctia nhan loai. Qua trinh nay nham lam giam
bét cac thi thuat trong ching minh va gitp cho ngudi hoc lam quen véi con dudng tiép can gidi
quyét van dé ctia cac nha toan hoc. M6 hinh Toulmin cé tac dung mé ta mét cach dé hiéu cac loai suy
luan toan hoc. Diéu nay giup ching ta thdy ré hon ban chat ctia qua trinh suy ludn va chiing minh
hinh hoc ciing nhu nhan ra cdc chudng ngai vé mat cdu truc gitfa chdng. Viéc khai thac sir dung phéan
mém hinh hoc déng mét cach thich hgp trong qua trinh day hoc, GV sé gép phan gitip HS phat trién
kha nang quan sat nhitng biéu dién tryc quan déng dua ra nhiing gia thuyét mdi va thuc hién tdng
quét héa, kha ndng xac dinh can ctt 8 méi budc lap luan cta HS, kha nang phat hién quy luat hay tinh
chéat toan hoc nhd viéc st dung két hgp céc loai suy luan nhu quy nap, suy dién va ngoai suy trong
qua trinh chiing minh toan hoc.
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