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CAP BQ PHAT HIEN BAT BIEN HINH HQC

TRONG QUA TRiNH CHUNG MINH

TOM TAT
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Truedmg DH S pham ~ DH Theit Nguyén

Bai béo phan loai cac cép d phat hién bét b:cn hinh hgc trong qua trinh chimg minb véi sw ho trg
cua phin mém 10dn hoc dong. Dya trén céc cap d6 nay, sinh vién cé thé nhin thy dugc vai o cia
viée phat hién bal b|cn trong qua trinh tim i gidi cho mt bai toan. Tir dé gmp cdc em co thé
phan biét dugc bt bién cia cac nhém bién hinh khac nhau va biét si dung nhitng bat bién phtt hop
trong giai cic bai todn so cap. Dong thdi, théng qua bat bién hinh hoc, sinh vién buéc dau lam
quen vGi viéc xdy dung hinh hoc thea quan diém bién hinh, Day i quan diém hién dai trong viéc
xdy dyng hinh hoc, n6 gitip cho viéc phan loai cic nham hinh hoc khac nhau nhu hinh hoc xa anh,
hinh hgc afin, hinh hoc Oclit dva trén bat bién cua mdi nhém

Tir khéa: Bdt bién hinh hoc, nhém bién hinh, cdp a6 phdt hién bét bién, qué trinh chimg minh,

mdéi truomg hinh hoc déng

DAT VAN BE

Xéy dyng hinb hoc theo quan diém bién hinh
dugc dua trén y tm:mg gan hinh hoc vdi viée
nghién ciru vé ly lhuyel nhom dugc nha toan
hoc ngudi Bic Felix Klein (1849-1925) khcn
xuéng tir thé ki 19. Ong da sip xép hé théng
cdc phép bién binh lai thanh nhimg nhém céc
phep bién hinh khac dya vao cac bét bién cua
mdi nhém [2]. Theo d6, mét tinh chit hinh
hoc dugc khao sat xem nd c6 1 bat bién qua
nhém cac phép bién hinh nao do hay khéng.
Dua trén cac bat bién cia mdi nhom cing véi
céc nhém con cia ching ngudi ta da sip xép
h¢. lhong lai céc thir hinh hoc theo mol quan
diém méi va hién dai [4]. Cu thé, mm quan hé
gira cic nhém bién hinh dugc sap x&p theo
quan hé¢ bao ham nhu sau: nhom xq anh >
nhom afin > nhom Jang dang > nhém doi
hinh. Nhu vay, mdt hinh hinh hoc s& 1a phan
W cia mét 16p twong duong nao do, vi dy nhu
har hinh béng nhau, hai hinh dong dang véi
nhau hoac hai hinh 14 anh cia nhau qua mét
phép bién ddi afin hay bién déi xa anh. Dya
trén bit bién cua cac nhom bién hinh, ching
ta c6 thé xac dinh dugc bai todn dang xét
thuge hinh hoc cia nhém bién hinh nio. Tir
dé, c6 thé dé xudt cac phuong phép giai bai
todn mdt cach hop Iy
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Béng 1. Bit bién cua cdc nhém bién hinh

Bat bién
Ti 56 kép cua bon diém
thiing hang, hang diém diéu
hod.
Ti 50 dom cua ba dicm thang
hang, sir thang hing, song
sony. dong quy
Ti 56 d¢ dar dogn thang. su
thing hang, song song, d¢
1n cua goc.
D6 dai doan thing, su thang
hang. song song, vudng gdc.
déng quy. dé ldm cua géc.

Nhém bién hinh

Nhém xa anh

Nhém afin

Nhém déng dang

Nhém d&i hinh

Nghién ciru hinh hoc theo quan diém bién
hinh dé tiép can hon khi cic phan mém hinh
hoc dong ra doi nhu: GeoGebra, Cindcrella,
Geometer's Sketchpad, Cabri Geometry,
Autograph, GeoSpacw,... Céc phi‘m mém nay
dong vai tro trong vi¢e minh hoa cac tinh chat
hinh hoc I3 bat bién qua phép bién hinh. Vi du
nhu tinh chit dong quy cia ba dudng wrung
tuyén trong tam giac khdng phu thuge vao sy
thay dbi hinh dang tam gidc la tinh chit afin.
Trong méi truomg hinh hoc dong, chang 16
phan biét bét bién tinh va bat bién dong. Bm
bién tinh la nhimg dai luung khong do6i, cb
dinh. Bat bmn dong 13 bét bién cia hinh c6 su
thay déi vé vi tri qua mot phép bién déi (1),
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PHAN LOAI CAP PO PHAT HIEN BAT
BIEN HINH HOC

Chng t5i giao cho nhém gdm 67 sinh vién 4
bai todn (bai toan | dén bai toan 4) va yéu cau
tim 15 giai véi sy hd trg cia phan mém binh
hoc dgng. Sau dé chiing t6i tién hanh quan sat
qua trinh giai bai todn, ghi lai su chuyén dong
cia con tro, ban phim va ghi chi. Dua trén hé
théng ciu hoi (Bang 2) duge thiét ké theo
thang bac cua Likert véi cdc cot wong ing (1
= Rat khong ddng y, 2= Khong dong y, 3 =
Khong co y kién, 4 = Pdng y, 5 = Rat déng
y), budc dau chiing 161 da phan loai cic cép
d¢ phit hién bat bién hinh hoc. Phan tich s6
héu tir bang 2, mot nhém gbm § sinh vién dat
duge cic mic do phdt hién bit bién khéc
nhau da duoc chon dé phéng van.

Bang 2. Bang ne danh gid cdp a6 phat hién
bét bién hink hoc

Ciu hoi tw danh pia 12345
Chi phat hign duge cac bat bién
ma bai todn da cho
Phan biét dugc cac hinh bang
nhau hodc dong dang vér nhau
trong mét hinh vé
Nhan ra cac bat bicn tinh
Phin biét duge bat bién cua cac
phép bién hinh khac nhau nhu
phép dbi ximg, phép tinh uén,
phép quay
Phit lnén cace bat bién dong
trong bi todn bing cich kéo ré
5 chudt, do dac vi kiém tra cac
mdi quan hé var su hd tro clia
leéu mém todn hoc déng
Phiit hién anh coa mét hinh qua
Mt phép bién hinh
Phit hién ra cac bat bien dong
7 mi khong cin sy hd trg cua
___phin mém 10dn hoc déng
Phit hicn sy ton tai cua cac phép
8 bién hinh ma khong cin sur hé
_ trocua phin mém todn hoc dong
Phin biét duoc bat bicn cua cac
logr hinh hye khic nhau nhu
hinh hoc xa dnh, hinh hoc afin,
hay hinh hoc Oclit

Bai todn 1. Cho hinh binh hanh 4BCD. Céc
duwong phan giac cic goc A4, B, C va D cit

|
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nhau tao thanh tr gidac MNPQ. Hay xéc dinh
hinh dang ur gidc MNPQ?

Hinh 1. Trudce khi phat hién bt bién

Bai toin 2. Cho tam giac ABC. Dung cic
hinh vuong ABEF, BCMN, ACPQ rta phia
ngoai tam gidgc ABC. Hay so sanh dién tich
cia bén tam gidc ABC, BNE, CMP va AFQ.

Hinh 2. Truee khi phdr hién bdr bién

Bai to4n 3. Cho nr gidc ABCD. Dung ra phia
ngodi tir giac nay bén hinh vuéng ADEF,
BCMN, CDPQ va ADRS. Goi O;, 0,, O3, Os
1dn luot 13 tim bén hinh vuéng trén. Chimg
minh rang trung diém ctia cac dudng chéo cua
hai ur gidc ABCD va 0,0,0,0; tao thanh mét
hinh vuéng.

Bii toan 4. Cho tam gidc ABC. Ldy sdu diém
Aj, Ay € BC; B, B, € CA4; C,), C, € AB sao
cho BA; = A4, = AxC, CB, = B,B, = B,
AC, = C,Cy = C:B. Sau dudng thang AA,.
AAy, BBy, BB, CC,, CC; cit nhau tao thanh
hinh lyc gisc MNPORS. Ching minh ring ba
dudng chéo cia hinh luc giac nay dong quy.
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Hinh 4. Trieoe ki phat hign bt bién

Dua trén I&i gidi cdc bar toan két hop von
phong van ching (6i ¢6 duoc két qud sau:
Cap 43 0. Khong phat hién duoe cac bat bién
hinh hpc

SV1 vé hinh nhung khong thé nhin ra bét
bién hinh hoc ndo, tham chi cac bt bién da
cho hoic cc bat bién tinh (vi dy nhu cac tinh
chat cia hinh binh hanh nhu trong bai toan 1)
bai vi SV nay khéng nhd cdc tinh chat cua
hinh binh hanh. Do vy, SV1 két luan ring tr

gidc 1a hinh vuéng ma khéng giai thich gi.
Trong bai toan 2, SVI cing khiéng nhin ra
dién tich ctia bén tam gidc béng nhau mjc du
dugce su dung phén mém hinh hoc déng dé
tuong téc véi cdc hinh. T4t nbién, SVI cing
khéng gidi dugc cic bai toan khic. Chung t6i
két luén ring SV1 dat cdp d6 0 trong phat
hién bat bién hinh hoc.
Cép d§ 1. Phat hién ceoc cic bat bién tinh
Tnrde khi thao tac véi cédce hinh dong, SV2 da
nhdn ra mot s& bt bién tinh nhu: 4B =/ CD,
AD =// BC, £A = £C, 2B = £D va ZA +
D= 2B+ £C = 180" Sau do, SV2 kéo ré
céc dinh cua hinh binh hanh va nhin ra or
giic MNPQ 13 hinh ch nhit. SV2 da kiém tra
lai gia thuyét trén béng cach do do lom goc M
va gdc M. Tir d6, SV2 st dung 13p ludn sau:
M = 180" - (ZADM + ZDAM)

=180"- 90" = 90"
<N = 180" - (LCDN + «DCN)

=180"-90"= 90"

Hinh 5. Sau khi phér hign bar bién

R& rang, kha ndng phat hién ra cic bat bién
tinh giop SV2 dé dang gai bai toan 1. Tuy
nhién, ¢ bat toan 2, SV2 chi nhin ra duoc
dign tich cta bon tam gidc bing nhau va nhan
ra duge ding thirc BC = CM, nhung khéng
thé phat hién ra bat bicn AH = P/ hoic AAHC
= APIC. SV2 khdng th¢ phat hién ra cac bél
bién dong nay va vi viy khong (hé giai duge
bai toan 3 va 4. Chang 61 két luin SV2 dat
cbp do 1 trong phat hign bit bién hinh hoc
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CAp 9 2. Phat hién duoc cdc bét bién déng
SV3 vé hinh va kéo ré céc dinh cia tam gléc
ABC. SV3 tim cAc bt bién vi suy dodn ring
dién tich cua céc tam gjic 14 bing ohau. Sau
46, SV3 kiém tra du dodn trén bﬁng cach sir
dung phﬁn mém hinh hoc déng dé do dién
tich céc tam gidc. Dong théi SV3 ciing nhan
ra duoc BC = CM va cin phaj chira AH = P/
dé 6 thé két luan dién tich coa tam gidc ABC
bing dién tich cta tam gidc CMP. Tir do, SV3
phil hién ra bat bién déng sau: AACH luén

) b(';ng APCI. Hou nira, SV3 ciing nhan ra rang
AACH 1a anh cia APCI qua phép quay tam C,
g6c quay 90° nhumg khéng thé chimg minh
duge dicu nay. Diéu dé c6 nghia 1a SV3 d3
nhién ra dugc bat bién nhung khéng thé chimg
minh dugc.

Hinh 6. Sau khi phét hién bat bién

Tuong tu tinh hudng & bai ton 3, SV3 phat
hi¢n ra bt bién D;0; = D,0;, D10, = D104
va AD;030; = AD, 0,0, nhung khdng thé
chi ra ring tén tai phép quay tdm D, goc
quay 90° bao toan hinh dang cia céc tam gidc
ndy. Ching t6i két lugn réng Sv3 khong thé
nhin ra phép bién hinh ndo bio toan bét bién
dé va khéng xac dinh duge sw 16n tai cia
phép bién hinh trong bai toan. Do vay, SV3
dat duoc cap do 2 (rong phat hién bét bién
hinh hec.

Cap 46 3. Phdr hién dwoc phép bién hinh bao
1061 bat bién hinh hoc

Trong bai todn 2. SV4 chi ra dugc ring
QI (4PICY = BACH = AH = PI = dién

IN2

tich ciia tam gidc ABC bing dién tich cia tam
gidc PCM. Tuong ty, SV4 chitng minh dugc
céc trudmg hop khac. Trong bai todn 3, SV4
bat ddu tim huong giai bﬁng viéc thém mét sb
hmh phy, do do dai mdt s6 doan lhang Sv4
dyn phép quay
Q9°°(A) E, ng (V) =C va tim ra bit
bién AN =L CE va suy ra D0, =1 D,0,.
Diéu nay c6 nghia la da chi ra duge
(01) = 0,. Tuong tu, SV4 chimg minh
duac [0} 50° >(0;) = 0.

P Q

Hinh'7. Sau khi phét hién bt bién
Trong qua trinh phan tich, SV4 khéng thé gidi
thich 13p luén ctia minh bang chit va nhén ra
phép quay
032°(80,0501) = 4D, 0,0, = Q3(C,) =
A (1)
va Q3%°(A,) = C, (2). Tir (1) va (2) SVA két
luén ring t& gidc A,B,C,D; la hinh vubng,
Tuy nhién, trong bai toan 4, SV4 khong the
nhan ra dugce céc tinh chit afin. Vi i vay, SV4
) gédng chung minh cho tam giac ABC bét ki
nhung da thit bai. chu d6 c6 nghia fa SV4
khong thé nhan ra bat bién clia hmh hoc afin.
Chuing 18i néi rang SV4 chi dat cap do 3 trong
phat hién bét bién hinh hoc.
Cép 4§ 4. Phat hién cege bt bién ciia cic
logi hinh hoc khdc nhau
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Trong bai todn 4, SV5 kéo ré cdc dinh cua
tam gidc ABC va tép trung quan sét hinh luc
gidc. SVS nhan ra ring cho di hinh dang cia
tam gidc ABC c6 thay ddi nbur thé nao thi chc
dudng chéo cua hinh luc gidc vin ddng quy.
Tir d6, SVS nhén ra ring tioh déng quy cta
ciic dudmg chéo nay 1a mot tinb chét afin. Do
d6, sinh vién da sir dung tuong duong afin dé
giai bai todn nay. Diéu d6 c6 nghia [a bai toan
¢ thé dwoc chimg minh trong hinh hoc Gelit
d6i v6i trudmg hep tam gidc ABC déu.

Hinh 8. Sau khi phat hi¢n béi bién
Tu d6, SVS gia st riing tam giac ABC 13 tam
gidc déu. Trude tién, ta c6 4BB,C = ACC,B
vd ABB,C = ACC,B = «QBC = ZQCB,
ZMBC = £MCB = QB = OC, MB = MC =
O, M nam trén dudng trung tryc cia doan
thing BC. Tuong tu, SVS ching minh dugc
réng céc diém R, N va P, § lan lugt nidm trén
cdc dudng trung tryc cla cac doan thing AC,
AB. Tir d6, SV5 két luan ring MQ, NR, PS
dong quy tai diém O. Trong bai todn nay,
SVS5 di chimg minh truang hop dic biét trong
hinh hoc Oclit va suy ra truong hop téng quat
trong khéng gian afin. Ching t3i két luin

ring SVS dat duoc cdp do 5 trong phét hién
bét bién hinh hoc.

KET QUA NGHIEN CUU

Bing 2 nhim phén loai cic cAp d¢ phat hién
bat bién cua cac loai hinh hoc kbac nhau
(hinh hoc Oclit va hinh hoc afin) trong méi
truomg hioh hoc déng. Ching t5i nhin thay
ring, cdc bt bien sau ddy cia cac phép bién
hinh ¢6 the duoc phat hién voi sy hd trg cia
cdc phan mem hinh hoc déng: tinh bdo toan
dé dai dogn thang, d6 lom géc, cdc hinh bang
nhau, st thang hang, tinh song song, vuéng
goc, dong quy, ti 56 dé dai doan thang.

Bang 3 chi ra két qua tra o1 bang cau hoi di
duge phan logi theo 5 cip d6 phat hign bat
bién hinb hoc. Mét sé it SV chi dat cip dé 1
(cdu hoi 1, 2, 3). Hau hét cac SV dat cdp 49 2,
c6 nghta la chi nhén ra dugc cdc bt bién tinh
va ¢6 thé phit hién mét s6 bat bién déng vai
su hd trg ctia phin mém hinh hoc dong. Bang
wrén ciing chi ra ring cic SV dat dugc cdp do
4 (cAu hoi 9) nhung chua chéc da cé dénh gia
cao & cdp dd 3 (cau har 6, 7, 8). Day la kho
khin cua SV trong qua trinh chirng minh hinh
hoc, SV gip han ché trong qua trinh chuyén
nhitng y wéng, hinh anh trong dau thanh lon
viét cho chitng minh bang suy dién. Do viy
6 thé né1, méi quan hé gitra cac cp dé nay
khéng nhét thiét a quan hé tha bac HE s6
twong quan gira cac cdau hoi tuong 4di cao,
dic biét 14 cau hoi 8 va ciu hoi 9. Dréu nay
chi ra riing céc SV c6 thé phat hién ra cac
phép bién dé1 hinh hoc dua vao céc thao tac
tri té, dua vao su tudng tuong, phan tich
hinh anh trong dau thi he déng thoi ciing ¢é
kha ning phét hi¢n ra cc bt bién thuge cdc
loai hinh hoc khdc nhau tét hon (hé sb tuong
quan a = 0.854).

Bing 3. Két qua khdo sdt cau hoi & Bang 2

Cau hoi 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Diém trung binh 4.14 346 330 3.58 386 317 231 219 317
Phuong sai 114 628 719 920 1046 890 .908 926 112
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Chuing t6i cing phan lhay ra.ng néu SV nhén
ra cic bat bién déng (cap d4 2) thi ho cling
dé ding hon trong viéc phat hién ra cac phép
bién ddi hinh hoc (cap do 3) (hé sé tuong,
quan ¢ = 0. 835) Két qua cling cho thay cac
SV dat duoce cap do phat hién bat bién hinh
hoc cao thi ¢6 thé dé dang hoan thanh loi
giai 4 bai toin d& dang hon (hé sb twong
quan o > 08. Su dung kiém nghiém
Wilcoxon cho cac nhém sinh vién tham gia
vao nghién ctru nay, ching 6i két ludn ring
cdp 46 phét hién bat bién hinh hoc cia nhém
da (ang lén dang ké sau khi nhém duge 1am
quen vé1 phuong phép tim 16i 161 giai cua bai
todn vé1 sy hd tro cha céc phén mém hinh
hoc déng, dudi ddy l1a két qua kiém nghiém
cua mot sé cdu hoi tw dénh gia trong bang 2:
cau hoi 3 (Z=-5.000, N =67, p < 0.01); caun
hoi 6 (Z =-5892, N =67, p <0.01); cau hoi
7(2=-5425,N =67, p <0.01) va cdu hoi 8
(Z=-3.800,N=67,p<0.0]).

KET LUAN

Nghién cliu dd phin loai cdc cip d phat hién
bét bién hinh hoc trong qué trinh chimg minh
bar toan. Vi sy hd trg cua cic phan mém
hinh hoc déng, viée phat hién cac bat bién ctia
cac loar hinh hoc khic nhau trg nén dé dang
hon, dong thdi nhiing bét bién phét hién dugc

SUMMARY

giup SV ¢6 thé thu thip thém dit kién, hinh
thanh céc gia thuyét, nay sinh y tuong chung
minh, két néi nhimg 13p ludn logic va vidt 16
gidi bai todn bang chirng minh suy dién. Két
qua nghién ciru ciing cho thdy, moi trudng
hinh hoc dong cé kha ndng gidp SV ndng cao
cap d6 phat hién bt bién hinh hoc tir cipdd 1
dén chp dd 3 (hodc 4). O cép d6 cao, SV thim
chi khéng can sir hd trg cia phin mém hinh
hoc déng vin cé thé phat hién ra cdc bt biéi
hinh hoc phuc vu cho qua trinh ching minh
bai toan hinh hoc.
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LEVEL OF REALIZING GEOMETRIC INVARIANTS IN PROVING PROCESS

Nguyen Danh Nam'
College of Education — TNU

This paper provides a framework aimed to classify level of realizing geometric invariants
In proving process with the support of dynamic geometry environment Based on thesc levels, we
lay emphasis on the rolc of realizmg geometric mvanants in finding the stratcgies to solve a
problem. In pantjcular, students have better understanding of transformation groups while they are
working with geometric mvanants of different gcometrics. As a result. they can use appropnatc
realized invariants in order 10 collect the data, formulate the conjecture, produce arguments,

combine the arguments and wirte a formal proof

Key words: Geometric mvariant, transformation groups, level of realizing mvariani, proving

process, dvanic geometry environment.
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